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基于均匀圆阵的扩展循环 MUSIC 算法 

尤国红 1，邱天爽 2，夏楠 2，宋爱民 2，王兆峰 1 
（1.渤海大学 工学院，辽宁 锦州 121013；2.大连理工大学 电子信息与电气工程学部，辽宁 大连 116024） 

摘  要：将循环平稳理论引入到均匀圆阵的波达方向估计中，提出了一种基于圆阵的扩展循环 MUSIC 算法。同

时利用信号的循环相关阵和循环共轭相关阵的信息，有效抑制了同频带内干扰和噪声的影响，实现了感兴趣信号

与干扰信号的有效分离。仿真实验结果表明，所提算法具有较高的波达方向估计精度和较好的多信号分辨能力，

且突破了经典MUSIC算法关于信源数不能超过阵元数的限制。 
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Novel extended cyclic MUSIC algorithm 
based on uniform circular array 
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Abstract: By introducing cyclostationary theory into the estimation of direction of signal of arrival, a novel extended cy-

clic MUSIC algorithm based on uniform circular array was developed. The proposed method could eliminate both noises 

and interferences in the same frequency band by exploiting simultaneously the information contained in both cyclic cor-

relation matrix and cyclic conjugate correlation matrix of the extended array data vector. It has the ability to select desired 

signals and ignore interferences from the received data. Simulation results demonstrate that the proposed algorithm has a 

high DOA estimation accuracy and multi-signal resolution. On the other hand, the proposed method also breaks through 

the limitation of the classic MUSIC algorithm in which the number of source signal cannot be greater than the number of 

element in the receiving array. 
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1  引言 

近年来，阵列信号处理已经广泛应用于移动通

信、雷达、声纳、生物医学等领域[1,2]，而作为阵列

信号处理重要组成部分的波达方向（DOA）估计问

题，则一直是学术界和工程技术领域研究的重点和

热点。据文献调研，目前大多数 DOA 估计算法是

针对等间距均匀线阵[3,4]（ULA）设计的，尽管这些

算法能够准确地估计出 DOA 的方位角，但当需要

同时估计入射信号的方位角与俯仰角时，基于 ULA

的 DOA估计算法则无能为力。与 ULA相比，圆阵

具有许多优异的特性，例如其可以提供全方位、无

模糊的方位角信息，同时在方位角上具有近似的各

向同性[5]，使得无论在任何方向上，都具有近似相

同的估计精度和分辨能力。更重要的是，基于圆阵

的 DOA 估计可以实现入射信号方位角与俯仰角的

双角度估计。 

文献中已经报道较多的基于均匀圆阵（UCA）

的 DOA估计[6～9]算法。尽管这些算法能较准确地

估计出信号的方位角和俯仰角，但这些算法大多

存在 2 个方面的不足：一是算法要求信源个数只

能少于天线阵的阵元数，对于未知信源个数的应
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用情况会有所限制；二是不能实现有用信号和干

扰信号的有效分离，信号的选择性不强。循环平

稳特性[10]是无线电或通信信号的重要特性之一，

信号中伴随的随机噪声不具有这种特性，因此，

利用信号的循环平稳特性可以更好地抑制干扰和

噪声，显著提高了信号检测能力。Gardner[10]等人

最先将信号的循环平稳性引入 DOA 估计中，之

后 Lee和 Xu等人提出了基于循环统计量的 DOA

估计方法[11～13]。针对 UCA条件下 DOA估计算法

在估计精度和分辨率等方面尚存在的问题，本文

提出了一种针对 UCA设计的扩展循环 MUSIC算

法（简称为 UCA-EXCyclic-MUSIC 算法），该算

法通过构造扩展数据矢量，同时利用循环相关矩

阵和共轭循环相关阵所包含的信息，综合考虑信

号的时域和空域信息，可以将信号中的随机噪声

与干扰同时消除，实现了有用信号与噪声干扰的

有效分离。同时，利用了较少的阵元传感器估计

出更多信源的来波方向，具有较高的 DOA 估计

精度和多信号分辨能力。 

2  信号模型 

设由M 个阵元组成的UCA[14]如图 1所示。各阵

元均匀分布在半径为 r的圆周上。假设 L个远场窄带
信号 ( ) ( ) ( )

1

, ,

l

t s t s t= …S 入射到天线阵，L个入射源

的方位角θ 和俯仰角ϕ可记为 ( ){ }
1

,

L

i i i

i

Θ θ ϕ
=

= ，其

中， ( )0, 2π

i

θ ∈ ， ( )0,  π / 2
i

ϕ ∈ 。则 UCA阵列的数

学模型可记为 

 ( ) ( ) ( )t t tX = AS + N  (1) 

 
图 1  均匀圆阵示意 

式(1)中， ( ) ( ) ( ) T

1

[ , , ]

M

t x t x t= …X 为 UCA 接收到的

数据矢量； ( ) ( ) ( ) T

1

[ , , ]

L

t s t s t= …S 为入射信号矢量；

( ) ( ) ( ) T

1

, ,

M

t n t n t=  

 

…N 为均值为 0、方差为 2σ 的
加性高斯白噪声， ( )

1

[ ( ), , ]

L

Θ Θ=A a a… 为 UCA 阵

列流形，且 ( ) ( ) ( )
1

j cos j cos

T

[e , ,e ]

M

ς θ γ ς θ γΘ − −=a … 为导向

矢量。其中，
1

2π

n

n

M

γ + = 为第 n个阵元与圆心之间的

连线和 x轴的夹角，
2π

sin

rς ϕ
λ

= ， 0, , 1n M= −… 。 

3  UCA-EXCyclic-MUSIC 算法 

3.1  信号的循环平稳特性 

假定 L个远场窄带信号源入射到 UCA，若其中

a

K 个非相干独立源 ( ) ( )
1

, ,

a

K

s t s t… 是指定循环频率

为 ε的循环平稳信号，其他
a

L K− 个信号的循环频

率不为 ε 或者不具有循环平稳特性，则入射信号
( )tS 在循环频率 ε 的循环自相关和循环共轭自相

关[10]可分别表示为 

 ( ) ( ) ( )H j2π

+ / 2 / 2 e

t

SS

t

t t

ε ετ τ τ −= −R S S   (2) 

 ( ) ( ) ( )T j2π

+ / 2 / 2 e

t

SS

t

t t

ε ετ τ τ∗
−= −R S S  (3) 

其中，
t

· 表示时间平均，上标 H和 T分别表示共

轭转置和转置。同理，由式(1)可知，阵列输出信
号 ( )tX 的循环自相关和循环共轭自相关可分别

表示为 

 ( ) ( ) ( )H j2π

+ / 2 / 2 e

t

XX

t

t t

ε ετ τ τ −= −R X X  (4) 

 ( ) ( ) ( )T j2π

+ / 2 / 2 e

t

XX

t

t t

ε ετ τ τ∗
−= −R X X   (5) 

3.2  UCA-EXCyclic-MUSIC算法 

本文提出了一种扩展的循环 MUSIC 算法，因
为只有

a

K 个非相干独立源 ( ) ( )
1

, ,

a

K

s t s t… 是本文指

定循环频率为 ε的循环平稳信号，首先构造扩展数

据矢量如下 

( )
( )
( )

( )
( )
( )

( )
( )1

K

k

CE k

k

k

t s t t

t C

t s t t

α

Θ
∗ ∗ ∗

=

     
= = +     
          

∑

X N

Y

X N

  (6) 

其中， ( ) ]
1 2

( ) ( )C Θ Θ Θ=


a a ，
1

( )

( )

Θ
Θ  

=  
 

a

a

0   
，

2

( )

( )

Θ
Θ∗

 
=  
 

0

a

a

    
。 

对扩展数据矢量 ( )
CE

tY 直接求循环自相关可
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得阵元域循环自相关阵
CE

ε
R 如下 

( ) ( ) ( )H

2

1

1

/ 2 / 2

N

CE M n CE n CE n

n

t t t

N

ε ε τ τ
=

= + −
∑

R I Y Y  (7) 

其中， ( )
j2π

2

j2π

e

e

t

M

M

t

M

t

ε
ε

ε

−

−

 
=  
 

0

I

I

I

0

。根据扩展数据

矢量式(6)，扩展循环相关阵
CE

ε
R 可进一步转化为 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

H

XX

XX
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XX

XX
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SS
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ε ε
ε
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∗
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∗ ∗∗ ∗
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=  
  

   
=    

    

R R

R

R

R

R R

0 0

A A

A A

0 0

R
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(8)

 

由于 UCA 的阵列流形不符合 Vandermonde 结

构，这使得许多基于 ULA 的优良算法并不能直接

应用于 UCA。解决这个问题方法一般有 2种：一种

是模式空间算法，即采用相位模式激励法将 UCA

的阵列流型变换成与ULA的阵列流型相似的形式，

然后再进行估计，如 UCA-RB-MUSIC 算法、

UCA-ESPRIT算法；另一种就是利用内插阵列变换

实现对特殊阵列的处理。本文利用相位模式激励法

将 UCA 转化为虚拟均匀线阵（VULA），从而 UCA
阵列数学模型 ( )tX 经过模式空间变换后的输出矢

量 ( )tY 为 

 ( ) ( ) ( ) ( )H H

r r

t t t t= = +Y F X BS F N   (9) 

其中， H

r

=B F A， H H H

r v

F =W C V 为波束形成矩阵，

其中，W 、
v

C 和V 的详细说明请参见文献[15]。经

过上述模式空间变换，可以直接利用 ( )tY 作为观测

信号而依据 ULA的模式进行 DOA估计。同理可得 

 ( ) ( ) ( ) ( )T T

r r

t t t t

∗ ∗ ∗ ∗ ∗= = +Y F X B S F N  (10) 

则本文构造的扩展数据矢量(式(6))经过模式空

间变换后的扩展数学模型为 

( )
( )
( )

( )
( )

( )
( )
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T
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r
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Y X
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0

F

Z

F

0

Y X

F X

 (11) 

对上式求循环相关，可得波束域的扩展循环相

关阵： 

( )
( )

( )
( )

H

H H

r r

T T

r r

XX

XX

ZZ

XX
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ε ε
ε

ε ε
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τ τ
∗

∗
∗ ∗
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R
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R
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将式(12)进一步转化为 
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( )
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H
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r

H
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令
H

r

T

r

Z ∗

   
=    

  

0

0

F A

B

F

A

0 0

，
H

r

T

r

Z

 
=  
 

0

F

F

F

0

。
Z

B

为扩展数据矢量经过模式空间变换后的实值波束
空间阵列流型，而 ( ) ( )

Z Z

CΘ Θ=b F 为
Z

B 的列向量。 

假设 2K M＜ ， K为模式空间变换过程中的相

位模式数，则 ' 2 1K K= + 为阵列可激发的最大相位

模式。对 ( )2 ' 2 '

ZZ

K K

ε ×R 进行实质特征值分解，可

得到 2 'K 个特征值，其中，
a

K 个较大非零的特征值

对应的特征向量构成信号子空间，而其余的
2 '

a

K K− 个零特征值（实际上是较小的特征值）对

应的特征向量构成噪声子空间
n

U 。因为经过模式空

间变换后的阵列流型
Z

B 具有类似 Vandermonde 结

构，所以信号子空间和噪声子空间满足正交关系。

根据 MUSIC 算法准则，并结合相位模式激励法的

可激励的最大相位模式准则，本文算法可估计的信
号源个数

s

N 为 ( ) ( )' 1 2 ' 1

s

K N K− −≤ ≤ 。由此可见，

本文提出的算法可以利用较少的阵元个数估计出

更多信号源的 DOA。此外，与阵元域的MUSIC算

法不同，阵元域 MUSIC 算法的相关阵是复数的，

要求对复协方差阵进行特征值分解，而经过模式空

间变换后的波束域循环 MUSIC 算法的循环（或循

环共轭）自相关阵是实值的，只需对循环相关阵进

行实值特征值分解并构造空间谱，再进行谱峰搜索

即可得 DOA估计值，计算复杂性降低。 

由扩展的数学模型(6)可知，对于每一个波达方
向

k

Θ 都包括 2个信号成分：非共轭信号成分和共轭

信号成分。也就是说，每个信号源都可以认为由非

共轭信号成分和共轭信号成分组成。而这 2个成分

可以看作是具有相同 DOA 的 2 个信源。为了同时

利用这 2个信号成分的信息，本文定义了如下扩展

归一化方向矢量 

 ( ) ( )
( )

,

Z

Z

Θ
Θ

Θ
=

b c

b c

b c

 (14) 

其中， ]T
1 2

c c



c = 为未知系数，根据子空间算法

准则，期望信号的 DOA可由下式给出。 
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 ( ) ( )
2

H

, ,

n

Θ Θ=P c U b c  (15) 

其中，
n

U 为噪声子空间。如何确定Θ 和 c的值使得

( ),ΘP c 最小是本文算法的关键问题。据此定义

UCA-EXCyclic-MUSIC算法的空间谱函数如下 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

H H H

H H

min

Z n n Z

Z Z

Θ Θ
Θ

Θ Θ

−
 

=  
  c

c b U U b c

P

c b b c

 (16) 

通过对式(16)寻找谱峰(即 ( )ΘP 的最大值)，即

可得到 UCA-EXCyclic-MUSIC算法的 DOA估计。

因为 ( ) ( )H

Z Z

Θ Θb b 是单位阵，方括号内的最小值就

是 ( ) ( ) ( )H H

Z n n Z

Θ Θ Θ=P b U U b 的最小特征值，而最

小的向量 c 就是相应的特征向量。令 

 
1 2

T

T T

n n n



=




U U U  (17) 

其中，
1

n

U 和
2

n

U 是具有相同维数的噪声空间
n

U 的

子阵。则 2 2× 矩阵 ( )ΘP 可以表示为 

 ( ) ( ) ( )1 1 1 2

2 1 2 2

H H

H

H H

n n n n

Z Z

n n n n

Θ Θ Θ
 
 =
 

U U U U

P b b

U U U U

 (18) 

通过计算 ( )ΘP 的特征值表达式，可以得到

UCA-EXCyclic-MUSIC算法的空间谱为 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 1

H H T H

1

Z n n Z Z n n Z

Θ
Θ Θ Θ Θ

=
−

P

b U U b b U U b

 (19) 

由式(12)可以看出，当循环相关阵和共轭循环

相关阵均不为零时，本文算法的估计性能要高于波

束域的循环 MUSIC[16]算法，而当其中一个循环相

关阵为零时，本文的算法就退化为波束域的循环

MUSIC算法，由此，波束域循环MUSIC算法可以

看成是本文算法的特例。 

4  仿真实验及分析 

实验采用 8M = 阵元 UCA 智能天线，阵元可

激励的最大相位模式 ' 7K = 。在视距传播条件下，

无线电监测距离半径为 30 km 左右，同时考虑信道

损耗以及其他因素的影响，取天线高度为 60 m。入

射源为等功率的 BPSK 信号；加入均值为 0、方差

为 1的高斯白噪声。 

仿真实验 1  二维 DOA估计 

假设 3个独立的等功率远场窄带 BPSK信号入

射到 UCA，其中，2 个期望信号（SOI）的载频均
为

1

c

f =100 MHz，入射角为(10°, 20°)和(30°, 50°)。

干扰信号（SNOI）的载频为
2

c

f =80 MHz，入射角

为(50°, 60°)。BPSK信号的循环频率[17]为 

 ( )
0

c

2 0, 1, 2,

k

f k

T

ε = ± + = ± ± …  

其中，
0

f 为信号的载频，
c

T 为信号的波特率，仿

真中循环频率
1

c

2 fε = 。对于未知循环频率的信

号，可采用文献[18]提出的 Dandawate-Giannakis

法估计出信号的循环频率，再利用本文算法进行

DOA 估计。入射源 DOA 估计的样本均方根误差

2

1 1

1

ˆ

( )

K

N

mn m

m n

RMSE

NK

α

α

θ θ
= =

= −
∑∑

，ˆ

mn

θ 为第m个期望

信号第 n次实验的估计值， N为实验总次数。 

图 2为UCA-EXCyclic-MUSIC算法与B-Cyclic- 

MUSIC[16]算法期望信号方位角和俯仰角估计的均方

根误差随快拍数变化关系曲线，信噪比为 12 dB，每

个快拍进行 500 次独立的Monte-Carlo 仿真实验。由

图 2 可见，算法的性能与快拍数的大小有关，当快

拍数较小时，算法不能完全抑制噪声，当快拍数达

到 500时，2种算法的均方根误差都趋于稳定。对本

文算法进行仿真实验时，快拍数取值应大于 500。本

文以下仿真实验中快拍数取为 600。 

 
图 2  快拍数对方位角和俯仰角估计的影响 

图 3为 UCA-EXCyclic-MUSIC算法与 B-Cyclic- 

MUSIC算法的均方根误差随信噪比变化关系曲线。 

入射信号与入射角同上，快拍数为 600。图 3 表明，

随着信噪比的增加，2种算法的抗噪声性能均越来越

好，但在较低信噪比情况下，本文的算法要显著好于

B-Cyclic-MUSIC算法，由图可见，当信噪比达到10 dB

时，本文算法已经能够以较高的精度估计出信号的方

位角和俯仰角，而 B-Cyclic-MUSIC 算法方位角和俯

仰角的估计仍然存在着较大的均方根误差。 

图 4直观地给出了UCA-EXCyclic-MUSIC算法、 
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图 3  信噪比对方位角和俯仰角估计的影响 

 
(a) UCA-EXCyclic-MUSIC二维谱估计 

 
(b) B-Cyclic-MUSIC二维谱估计 

 
(c) UCA-RB-MUSIC二维谱估计 

图 4  3种算法的方位角和俯仰角估计结果 

B-Cyclic-MUSIC算法与 UCA-RB-MUSIC[15]算法在

入射角度比较接近情况下角度估计分辨率的比较。

仿真条件为：期望信号的入射角分别为(10°, 20°)和

(15°, 30°)，干扰信号的入射角度为(20°, 40°)，信噪

比为 10 dB的高斯白噪声。 

图 4 表明，UCA-EXCyclic-MUSIC 算法具有良

好的信号选择性，可以很好地抑制同频带干扰与噪

声，准确地估计出期望信号的入射角。B-Cyclic- 

MUSIC算法可以很好地抑制干扰噪声，但是当入射

角度比较接近时，其 DOA估计出现了较大的误差。

而UCA-RB-MUSIC算法虽能估计出3个信号的入射

角，但无法区分期望信号与干扰信号。 

仿真实验 2  一维 DOA估计 

假设 3个信源与阵元共面（即俯仰角均为 90°）

入射到 5阵元 UCA。2个空间上接近的期望 BPSK

信号分别以 10°和 14°的方位角入射，干扰信号的方

位角为 18°，图 5 给出了 UCA-EXCyclic-MUSIC 算

法、B-Cyclic-MUSIC算法与 UCA-RB-MUSIC算法

的一维 DOA估计。 

 
图 5  高分辨率方位角估计 

由图 5可见，当信源与阵元共面且多个入射信

号的方位角比较接近时，B-Cyclic-MUSIC 算法与

UCA-RB-MUSIC 算法已经不能分辨出 2 个期望信

号的入射角，而本文算法在抑制干扰和噪声的同

时，可以准确估计出 2个期望信号的方位角，是一

种高分辨率的 DOA估计算法。 

图 6 给出了 UCA-EXCyclic-MUSIC 算法与 B- 

Cyclic-MUSIC 算法方位角均方根误差随 2 个期望信

号之间角度间隔变化的关系曲线。其中第一个期望信

号的入射角为 10°，第 2 个期望信号的入射角度为

10°+δ ，δ 从 1°～10°变化，干扰信号的入射角度仍为

18°。由图 6可知，本文算法在δ = 3°时，DOA 估计
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的成功率已经超过 70%。只要两期望信号的入射角度

间隔满足δ ≥4°，则本文算法就能准确地估计出两入

射信号的DOA。由此可见，与 B-Cyclic-MUSIC算法

相比，本文算法具有更高的角度分辨率。 

 
图 6  均方根误差随角度间隔变化曲线 

设有 8个远场窄带 BPSK信号入射到 5阵元的
均匀圆阵，其中 6个期望信号的载频 f

c

1

=100 MHz，

入射角为−70°、−40°、−30°、10°、50°、90°。2 个
干扰信号的载频为 f

c

2

=80 MHz入射角为 30°和 70°。

循环频率 ε=2f
c

1

，信噪比为 10 dB，独立仿真 20 次。

图 7 表明在阵元数为 5时，本文算法很好抑制了噪

声和 2个干扰信号，能准确地估计出 6个期望信号的

入射角。而B-Cyclic-MUSIC算法和UCA-RB- MUSIC

算法都要求信源个数不能超过阵列传感器个数。本文

算法具有更好的多信号DOA分辨能力。 

 
图 7  多信号分辨能力 

5  结束语 

本文提出了一种基于 UCA的扩展循环MUSIC

算法。该算法将循环平稳理论应用于 UCA的 DOA

估计中，通过构造扩展数学模型，定义扩展归一化

方向矢量，充分利用了非共轭信号成分与共轭信号

成分的信息，利用信号的循环平稳特性有效实现了

信号和干扰噪声的分离。仿真实验表明，相对于

B-Cyclic-MUSIC 算法和 UCA-RB-MUSIC 算法而

言，本文算法具有较高的 DOA 估计精度和较好的

多信号 DOA 的分辨能力，并且突破了上述经典算

法关于信源数不能超过阵元数的限制，具有更广阔

的应用前景。 
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